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Редупликация хаотических аттракторов
и построение составных мультиаттракторов
В. Г.Прокопенко
В статье на примере уравнений Лоренца рассмотрен способ формирования составных
(композиционных) хаотических мультиаттракторов, представляющих собой объединение
нескольких локальных аттракторов, являющихся копиями некоторого исходного хаотиче-
ского аттрактора.
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Одним из характерных свойств хаотического и стохастического движения является
возможность непредсказуемой самопроизвольной смены динамических режимов [1, 2]. Оно
связано с различными типами взаимодействия аттракторов и проявляется, в частности,
в виде перемежаемости «квазирегулярное движение–хаос» (перемежаемость I, II и III типа
по И.Помо и П.Манневилю [3–9]) и перемежаемости «хаос–хаос» [10–14]. В известных при-
мерах этого явления оно выступает как следствие принципиальной неустранимости бифур-
каций предельных множеств в квазиаттракторах с изменением параметров динамической
системы [14].
Однако необходимость внутренней перестройки аттракторов для организации их вза-
имодействия в ряде случаев оказывается весьма «неудобной». Например, если нужно по-
лучить взаимодействие хаотических аттракторов со строго заданными параметрами или
надежно отделить эффекты взаимодействия от результатов собственно вариации парамет-
ров динамической системы.
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Поэтому представляет интерес исследование возможности реализации взаимодействия
хаотических аттракторов без принципиальной необходимости изменения параметров самих
аттракторов. Или, в общем случае, таким образом, чтобы изменение аттракторов поддава-
лось (в пределе) неограниченной минимизации.
К тому же, как правило, рассматриваются случаи перемежаемости только между двумя
областями [11–15] (например, в цепи Чуа при кризисе симметричных хаотических аттракто-
ров и образовании аттрактора «double scroll» или в неавтономном осцилляторе Дуффинга).
Однако не менее интересен случай взаимодействия значительно большего количества обла-
стей притяжения с образованием некоторого более сложно устроенного мультиаттрактора.
При этом наибольший интерес представляет поиск возможности построения мультиаттрак-
торов, объединяющих множество хаотических аттракторов произвольного типа.
Поскольку движение на таком мультиаттракторе представляет собой совокупность дви-
жений на отдельных аттракторах и переходов между ними, данная задача имеет сходство
с задачей стохастических переключений между устойчивыми состояниями, вызванными
шумом [16]. Однако в данном случае переключения (переходы между отдельными аттрак-
торами) индуцируются не шумом, а спецификой собственного движения динамической сис-
темы.
Поэтому такие мультиаттракторы могут быть весьма полезны при моделировании рабо-
ты памяти, сложных движений живых существ (активные броуновские частицы), явлений
тепло- и массопереноса (в частности, направленной миграции примесей под действием теп-
ловых колебаний кристаллической решетки), динамики рыночной экономики, некоторых
сложных климатических и погодных явлений, автоколебательных химических процессов
и т. п.
Одним из подходов, позволяющих решить эту задачу, является построение составных
хаотических мультиаттракторов с использованием редуплицирующих операторов [17–21].
Составной (или композиционный) хаотический мультиаттрактор представляет собой
предельное множество, состоящее из множества областей притяжения (локальных хаотиче-
ских аттракторов), в каждой из которых фазовая траектория остается достаточно долго,
совершая хаотические движения и, время от времени, переходя в одну из соседних обла-
стей [18]. Рассмотрим построение такого аттрактора путем замены в уравнениях движения
независимых переменных специальными нелинейными функциями, каждая из которых со-
стоит из последовательно расположенных линейных сегментов с единичным наклоном, раз-
деленных разрывами первого рода (в простейшем случае) или соединенных дополнитель-
ными «промежуточными» сегментами, например, линейными сегментами с противополож-
ным наклоном (рис. 1). В последнем случае такую функцию можно представить следующим
уравнением [19]:











































где P (ξ) = 12
(∣∣∣ξ + h
d
∣∣∣− ∣∣∣ξ − h
d
∣∣∣), d, h и s — вещественные коэффициенты, M , N — це-
лые неотрицательные числа. Коэффициенты h и s задают, соответственно, протяженность
и асимметрию сегментов с единичным наклоном (протяженность этих сегментов по аргу-
менту равна 2h, смещение середины сегмента относительно точки пересечения с осью Oξ
равно s), коэффициент d задает наклон «соединительных сегментов», протяженность кото-
рых по ξ равна 2h/d.
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Рис. 1. «Редуплицирующая» функция, в которой сегменты с единичным наклоном соединены более
крутыми линейными сегментами.
Рассмотрим построение составного хаотического мультиаттрактора на примере преоб-
разования динамической системы Лоренца к виду, соответствующему хаотическому муль-
тиаттрактору, объединяющему несколько аттракторов Лоренца. Используем уравнения Ло-
ренца, записанные в той форме, как они даны в оригинальной работе [22]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
dx
dt
= A(y − x),
dy
dt
= x(B − z)− y,
dz
dt
= xy − Cz,
(2)
приняв А = 10, В = 30, С = 2.6.
Вначале рассмотрим поведение системы (2) при заменене только одной переменной —
x — кусочно-линейной функцией H1(x) с параметрами M1, N1, h1, d1, s1. В этом случае дан-
ные уравнения примут вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
dx
dt
= A (y −H1(x)),
dy
dt
= H1 (x) (B − z)− y,
dz
dt
= H1 (x) y − Cz.
(3)
Функция H1(x) разбивает фазовое пространство системы (3) на слои, параллельные плос-
кости x = 0. Сегментам функции H1(x) с единичным наклоном соответствуют слои толщи-
ной 2h1, сегментам с наклоном −d1 — слои толщиной 2h1/d1. Границами каждого k-го слоя
с единичным наклоном являются плоскости x = (2k − 1)h1 − s1 + 2kh1d1 и x = (2k + 1)h1 −
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− s1 + 2kh1d1 , где k = −N, . . .,−2,−1, 0, 1, 2, . . .M ; границами каждого k-го слоя толщиной




Внутри каждого слоя, соответствующего сегменту функции H1(x) с единичным накло-
ном, воспроизводится фрагмент фазового пространства, идентичный фазовому простран-
ству исходной системы (2). Действительно, пока значение переменной x лежит в интервале
[−h1 − s1;h1 − s1], то есть находится в пределах центрального, проходящего через начало
координат, сегмента функции H1(x), уравнения (3) ничем не отличаются от уравнений (2),
так как в этом случае H1(x) = x. Если значение x находится в пределах любого другого
сегмента с единичным наклоном, то уравнения (3) имеют вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
dx
dt
= A (y − x− xk),
dy
dt
= (x− xk) (B − z)− y,
dz
dt
= (x− xk) y − Cz,
(4)





, так как в этом случае H1(x) = x − xk вследствие того, что k-й
линейный сегмент с единичным наклоном смещен относительно центрального сегмента по














= A (y − x1) ;
dy
dt
= x1 (B − z)− y;
dz
dt
= x1y − Cz,
(5)
которая ничем не отличается от уравнений (2). Поэтому при движении на k-м сегменте
с единичным наклоном воспроизводится исходный хаотический аттрактор, смещенный от-






Чтобы аттрактор исходной системы и его копии могли целиком «поместиться» внутри




2 , s1 =
XA1 + XA2
2 , (6)
где XA1 иXA2 — координаты наиболее удаленных друг от друга точек аттрактора по оси x,
причем XA2 > XA1. Таким образом, коэффициент h1 должен быть больше половины
наибольшей протяженности аттрактора по координате x, а кэффициент s1 — учитывать
асимметрию исходного аттрактора относительно центра координат по координате x.
Функция (1) содержит 1 + M + N линейных сегментов с единичным наклоном. Сле-
довательно, замена в уравнениях движения независимой переменной на функцию (1) этой
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переменной приводит (если выполнены условия (6)) к образованию дополнительно M + N
аттракторов, являющихся копиями исходного аттрактора (к «редупликации» исходного ха-
отического аттрактора).
Механизм образования единого мультиаттрактора, состоящего из исходного хаотиче-
ского аттрактора и его копий, заключается в следующем. Пусть в уравнениях (3) функция
H1(x) содержит только два линейных сегмента (допустим, при M1 = 1, N1 = 0), причем
выполнены условия (6). Тогда она делит фазовое пространство на три области. Первая
соответствует центральному сегменту функции H1(x) с единичным наклоном и содержит
исходный хаотический аттрактор A0. Вторая область соответствует второму сегменту с еди-
ничным наклоном и содержит хаотический аттрактор A1, представляющий собой копию ат-
трактора A0. Между ними расположен слой фазового пространства, отвечающий сегменту
с наклоном −d.
Зададим вначале такое положение границы первой области (положение плоскости x =
= h1−s1), чтобы она не пересекала находящийся в ней аттрактор A0, и выберем начальные
значения переменных x, y и z в области притяжения этого аттрактора. В этом случае в си-
стеме (3) движение устойчиво происходит на аттракторе A0. (Если начальные значения
переменных поместить в область притяжения аттрактора A1, расположенного во второй
области фазового пространства, движение будет происходить на нем.) Теперь передвинем
границу первой области фазового пространства (изменив коэффициент h1) так, чтобы она
оказалась в контакте с периферийной частью аттрактора A0, то есть возникло некоторое
малое ненулевое пересечение исходного аттрактора с этой границей. Для этого нужно по-
ложить




, Δ1  h10.
Решение уравнений (3) показывает, что в таком случае фазовая траектория однажды
пересечет эту границу и покинет хаотический аттрактор A0. После этого траектория, мино-
вав слой, соответствующий сегменту с наклоном −d, перейдет в область фазового простран-
ства, содержащую аттрактор A1, где, оказавшись в области притяжения этого аттрактора,
выйдет на него и движение продолжится на копии исходного аттрактора. Так как в рас-
сматриваемом случае аттрактор A1 также имеет пересечение с границей содержащей его
области фазового пространства (с плоскостью x = h1−s1+2h1d1 ), фазовая траектория со вре-
менем вновь перейдет в первую область, движение возвратится на исходный хаотический
аттрактор и т. д. В результате образуется составной мультиаттрактор, объединяющий два
одинаковых хаотических аттрактора (рис. 2a).
Образование мультиаттрактора происходит в результате перехода аттракторов A0 и A1
в метастабильное состояние при пересечении ими границ своих ячеек фазового простран-
ства, то есть наблюдается ситуация, аналогичная приведенной в [23], где описан переход
хаотического аттрактора в метастабильное состояние в результате касания границы сво-
ей области притяжения. Отличие заключается в том, что в рассматриваемом случае эта
граница является также границей области существования аттрактора; кроме того, здесь
нет необходимости изменять параметры аттракторов — их пересечение с границами своих
областей притяжения достигается путем независимого перемещения самих границ.
Точно так же образуется композиционный хаотический мультиаттрактор при большем
числе сегменов в составе функции H1(x) (рис. 2b). Приведенный на рисунке аттрактор
соответствует значениям параметров M1 = 2, N1 = 2, h1 = 18, d1 = 10, s1 = 0.
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Рис. 2. (a) Образование композиционного хаотического мультиаттрактора из аттрактора Лоренца
и его копии. (b) Мультиаттрактор, состоящий из исходного аттрактора Лоренца (в середине) и че-
тырех его копий, полученных применением «редуплицирующего» оператора H1(x) с параметрами
M1 = 2, N1 = 2, h1 = 18, d1 = 10, s1 = 0.
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Аналогично происходит образование составных мультиаттракторов, содержащих копии
исходного аттрактора, упорядоченные вдоль оси Oz (рис. 3a): в уравнениях (2) необходимо
заменить переменную z функциейH3(z) с параметрами M3,N3, h3, d3, s3, которая разбивает
фазовое пространство системы (3) на чередующиеся слои толщиной 2h3 и 2h3/d3, ортаго-
нальные координатной оси Oz. При этом значения коэффициентов h3 и s3 выражаются как
h3 = h30 −Δ3; s3 = ZA1 + ZA22 ,
где ZA1 и ZA2 — координаты наиболее удаленных друг от друга точек аттрактора по
координате z, ZA2 > ZA1, h30 =
ZA2− ZA1
2 , Δ3  h30. Мультиаттрактор, приведенный
на рисунке 3а, соответствует параметрам M3 = 2, N3 = 2, h3 = 18, d3 = 10, s3 = 27.2.
Особенностью этого мультиаттрактора является то, что, вследствие асимметрии ат-
трактора Лоренца по оси z, частота переходов фазовых траекторий между соседними об-
ластями притяжения зависит от направления перехода. В отрицательном направлении по z
она приблизительно на порядок выше, чем в обратном. Поэтому «обход» фазовыми траек-
ториями локальных аттракторов здесь носит преимущественно «конвейерный» характер —
от самого «верхнего» (по оси z) аттрактора последовательно вплоть до самого «нижнего»,
далее сразу на «верхний» и все повторяется.
Если в уравнениях (2) заменить функциями H1(x) и H3(z) сразу две переменные x и z,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
dx
dt
= A [y −H1 (x)],
dy
dt
= H1 (x) [B −H3 (z)]− y,
dz
dt
= H1 (x) y − CH3 (z) ,
(7)
образуется «двумерный» хаотический мультиаттрактор (рис. 3b), cостоящий из аттракто-
ров Лоренца, центры локальных систем координат которых лежат в плоскости (x, z).
Добавление в уравнения (6) третьей «редуплицирующей» функции, очевидно, должно
дать «трехмерный» мультиаттрактор, в котором локальные аттракторы имеют простран-
ственное распределение. Однако при замене переменной у функцией H2(y) получить со-
ставной мультиаттрактор не удается. Попав в «промежуточный» слой, соответствующий
сегменту с наклоном −d2, фазовые траектории, вместо того, чтобы перейти в соседнюю
ячейку фазового пространства, соответствующую сегменту функции H2(y) с единичным
наклоном, при выбранных параметрах уравнений (2) выходят на нехаотический аттрактор,
расположенный внутри «промежуточного» слоя (рис. 4a).
Чтобы избавиться от этого «паразитного» аттрактора, не меняя параметры исходной
динамической системы, необходимо изменить «редуплицирующую» функцию. Это, в прин-
ципе, можно сделать двумя способами: изменить параметры «промежуточных» сегментов
в составе этой функции (например, их крутизну или нелинейность) или поменять ее аргу-
мент. В нашем случае первый способ не дает результата. Остается изменить аргумент, то
есть вместо переменной y следует взять некоторую новую переменную w = μ1x + μ2y +
+ μ3z, где μ1, μ2, μ3 — вещественные константы. Функция H2(w) = H2(μ1x + μ2y + μ3z)
(с параметрами M2, N2, h2, d2, s2) также разбивает фазовое пространство на чередующиеся
слои толщиной 2h2 и 2h2/d2, но ортогональные не одной из осей координат, а лучу Ow (т. е.
функция H2(w) задает иную, по сравнению с функцией H2(y), ориентацию границ слоев
фазового пространства по отношению к заключенным в них аттракторам).
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Рис. 3. (a) Композиционный мультиаттрактор, состоящий из исходного аттрактора Лоренца (в сере-
дине) и четырех его копий, полученных применением «редуплицирующего» оператораH3(z) с пара-
метрами M3 = 2, N3 = 2, h3 = 18, d3 = 10, s3 = 27.2. (b) «Двумерный» мультиаттрактор, состоящий
из исходного аттрактора Лоренца (в центре) и 14 его копий, полученных одновременным примене-
нием двух «редуплицирующих» операторов H1(x) и H3(z) с параметрами M1 = 2, N1 = 2, h1 = 18,
d1 = 10, s1 = 0, M3 = 2, N3 = 2, h3 = 18, d3 = 10, s3 = 27.
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Рис. 4. (a) Срыв «редупликации» хаотического аттрактора вследствие выхода фазовой траектории
на аттрактор, расположенный внутри «промежуточного» слоя фазового пространства. (b) Компо-
зиционный мультиаттрактор, состоящий из исходного аттрактора Лоренца (в середине) и четырех
его копий, полученных применением «редуплицирующего» оператора H2(w), где w = y − 0.2x, с
параметрами M2 = 2, N2 = 2, h2 = 21, d2 = 10, s2 = 0.
Для того чтобы ввести функцию H2(w) в уравнения (2), необходимо выразить перемен-
ную y через x, z и w
(
y = w − μ1x− μ3zμ2
)
, подставить результат в систему (2) и заменить
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Значения коэффициентов h2 и s2 в данном случае
h2 = h20 −Δ2, s2 = WA1 + WA22 ,
где WA1 и WA2 — координаты наиболее удаленных друг от друга точек аттрактора по ко-
ординате w, WA2 > WA1, h20 =
WA2−WA1
2 , Δ2  h20.
На рисунке 4b показан образующийся при этом мультиаттрактор, который соответ-
ствует M2 = 2, N2 = 2, h2 = 21, d2 = 10, s2 = 0, μ1 = −0.2, μ2 = 1, μ3 = 0.
Наконец, заменив в уравнениях (8) переменные x и z (кроме входящих под знаком
функции H2(w)) соответствующими «редуплицирующими» операторами, получим динами-
ческую систему, реализующую «трехмерный» композиционный мультиаттрактор Лоренца,
состоящий из исходного аттрактора и (M1 + N1)(M2 + N2)(M3 + N3) его копий (рис. 5):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
dx
dt
= A [E(x, y, z) −H1(x)],
dy
dt
= H1(x) [B −H3(z)]−E(x, y, z),
dz
dt
= E(x, y, z)H1(x)− CH3(z),
(9)
где E (x, y, z) =
H2 (μ1x + μ2y + μ3z)− μ1H1 (x)− μ3H3 (z)
μ2
.
Границы ячеек фазового пространства, содержащих локальные аттракторы системы (9),
параллельны плоскостям x = 0, w = 0, z = 0.
Рассмотренный пример демонстрирует все основные элементы данного способа по-
строения композиционных хаотических мультиаттракторов, который в общем виде состоит
в том, чтобы:
1. Определить направления, вдоль которых возможна «редупликация» исходного хаоти-
ческого аттрактора (направления копирования). Решение данной задачи дает новую
систему координат, оси которой коллинеарны этим направлениям.
2. Заменить исходные переменные в правой части уравнений на новые, соответствующие
новой системе координат.
3. Заменить новые переменные «редуплицирующими» операторами.
4. Заменить новые переменные под знаком «редуплицирующих» операторов исходными
переменными.
Таким образом, если дана автостохастическая система n обыкновенных дифференци-
альных уравнений


















, c постоянными коэффициентами α =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
α11 α12 . . . α1n
α21 α22 . . . α2n
. . . . . . . . . . . .
αn1 αn2 . . . αnn
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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Рис. 5. Композиционный хаотический аттрактор, состоящий из исходного аттрактора Лоренца и 26
его копий, упорядоченных по направлениям Ox, Oz и Ow, где w = y−0.2x; M1 = 1, N1 = 1, h1 = 18,
d1 = 10, s1 = 0, M2 = 1, N2 = 1, h2 = 21, d2 = 10, s2 = 0, M3 = 1, N3 = 1, h3 = 18, d3 = 10, s3 = 27.
и нелинейными членами f (x) =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
f1 (x1, x2, . . . xn)
f2 (x1, x2, . . . xn)
. . .
fn (x1, x2, . . . xn)
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, для которой найдены новые перемен-
ные










μ11 μ12 . . . μ1n
μ21 μ22 . . . μ2n
. . . . . . . . . . . .
μn1 μn2 . . . μnn
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, соответствующие выбранным направлениям ко-
пирования, то для построения составного мультиаттрактора необходимо:
1. Выразить исходные переменные x через новые переменные (11) x = μ−1w (где μ−1 —
матрица, обратная матрице μ) и сделать замену переменных в уравнениях (10), которые
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в результате примут вид





2. Заменить в системе (12) новые переменные «редуплицирующими» операторами (1):













3. Выразить в уравнениях (13) новые переменные w через исходные:





Далее необходимо найти значения констант h, s, d, определив наибольшую протяженность
и асимметрию аттрактора исходной динамической системы по направлениям копирования,
а также оптимальную ширину «промежуточных» слоев фазового пространства.
Движение, определяемое полученной системой уравнений, будет происходить на муль-
тиаттракторе, состоящем из 1 + (M1 + N1)(M2 + N2). . .(Mn + Nn) локальных хаотических
аттракторов, идентичных аттрактору исходной системы уравнений.
Другие примеры составных хаотических мультиаттракторов, полученных с примене-
нием описанного метода, приведены в [18–21].
Рассмотренный способ формирования мультиаттракторов не требует (хотя и не исклю-
чает) непосредственного взаимодействия локальных областей притяжения фазовых тра-
екторий. Для образования мультиаттрактора достаточно перевода локальных хаотических
аттракторов в метастабильное состояние за счет организации пересечения этих аттракторов
с границами областей их притяжения. При этом локальные аттракторы непосредственно
не взаимодействуют с своими соседями — только с границами (в общем случае, с погранич-
ными областями [21]) своих фазовых ячеек. Цельность мультиаттрактора в таком случае
связана с тем, что фазовая траектория, покинув данный локальный аттрактор, имеет воз-
можность вернуться обратно, посетив некоторое множество соседних локальных областей
притяжения. Благодаря такому механизму образования мультиаттрактора достигается ис-
комое качество — независимость параметров локальных аттракторов от режима их вза-
имодействия между собой. (При замене кусочно-линейных редуплицирующих операторов
их сглаженными версиями [21], разумеется, можно говорить только о наличии возможно-
сти неограниченной минимизации данной зависимости.) Поэтому данный подход позволяет
конструировать составные мультиаттракторы, состоящие из множества локальных обла-
стей притяжения, на основе хаотических аттракторов самых разных динамических систем.
Следует добавить, что здесь был рассмотрен простейший, базовый, вариант обсужда-
емого способа, позволяющий реализовать мультиаттракторы, имеющие однородную струк-
туру. В более общем случае, при введении индивидуальных различий между локальны-
ми аттракторами и различий в поведении траекторий во время переходов межу разными
аттракторами, данный подход позволяет строить составные мультиаттракторы, имеющие
существенно неоднородную структуру [18].
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В заключение необходимо подчеркнуть, что существование подобных динамических
объектов обусловлено хаотическим характером движения на локальных аттракторах. Оче-
видно, что на основе регулярных аттракторов (в отсутствие внешнего воздействия или шу-
ма) получить такие структуры нельзя. Таким образом, здесь наблюдается ярко выражен-
ное конструктивное действие хаотической динамики, позволяющее создавать устойчивые
упорядоченные динамические структуры с чрезвычайно сложным и многообразным внут-
ренним поведением.
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